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1 Otimizacao estatica irrestrita: Aplicacoes econdmicas

1.1 Maximizacao de lucros de uma firma competitiva uniproduto

Suponha que uma firma produza em um mercado perfeitamente competitivo combinando os
insumos capital (K) e trabalho (L), de acordo com a seguinte fungao de produgao:

Q=F(K,L). (1)

Sejam p o pre¢o unitario do produto produzido, r o custo unitario (taxa de aluguel) do
capital e w o custo unitario do trabalho (taxa salarial), assume-se que a firma seja tomadora
de precos no mercado de bens e no mercado de insumos e, ainda, que p,w e r sao constantes
positivas.

O lucro, 7, de produzir e vender F'(K, L) unidades é, entdao, dada pela diferenca entre receita
total e custo total, ou seja, dado pela seguinte funcao:

n(K,L)=pF(K,L) —wL —rK. (2)

Supondo que o objetivo da firma seja maximizar seus lucros, temos, entao, o seguinte
problema de otimizacao estatica e sem restri¢oes:

max¢g,y pF(K,L)—wL —rK. (3)

Se F' é uma funcao diferenciavel e 7 tem um ponto de méximo interior, ou seja, com K > 0
e L > 0, as condigoes necessarias de primeira ordem sao dadas por:

WK(K,L) pFK(K,L)—'r’:(] (4)
(K, L) . pFp(K,L)—w=0 (5)

A equagao (4) nos diz que, no ponto de 6timo, o custo do capital r deve equalizar o valor,
ao prego unitario p, do produto marginal do capital. A equagao (5) possui uma interpretacao
similar para o trabalho.

Podemos, ainda, reescrever as equagoes (4)-(5) da seguinte forma:
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Fr(K,L) = (6)
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A equagao (6) nos diz que, para obter lucro méximo, a firma deve escolher K e L que
equalize a produtividade marginal do capital ao seu prego “relativo”, r/p. De maneira analoga,
temos a expressao para o trabalho.

Cabe ressaltar que as condigoes (4)-(5) sdo apenas necessarias mas nao suficientes para
assegurar um ponto de maximo. Seja (K*, L*) o par ordenado que satisfaz de forma simultanea
o sistema citado, as condigoes suficientes de segunda ordem para um ponto de maximo sao,
entao, dadas por:

FKK(K*,L*) <O, FLL(K*,L*) <0
FKK(K*,L*)FLL(K*,L*) > [FKL<K*,L*)]2
Exercicios.

1. Encontre os valores de capital e trabalho que maximizem a funcao lucro a seguir e verifique
que o ponto é, de fato, um ponto de méaximo local:

m(K,L)=12KY2LY4 1 2K — 0,6L.

2. Suponha uma firma que produza dois tipos de bens operando em um mercado de concor-
réncia perfeita.

Se os precos unitarios das mercadorias produzidas sao denotados por p; e ps, a funcao
receita total ¢ dada por:

R = piq1 + p2go.

Suponha que a firma depara-se com uma funcao custo total quadratica':

C =2¢; + q1q2 + 245.

Encontre os valores produzidos de cada bem que maximizem a func¢ao lucro e mostre que
o ponto é, de fato, um ponto de maximo relativo.

!Note que os custos marginais de cada bem dependem da quantidade produzida da outra mercadoria. Dize-
mos, entao, que as mercadorias estao tecnicamente relacionadas em termos de produgao.



1.2 Monopodlio com discriminacao de precos

Um monopolista é capaz de dividir o mercado existente pelo bem que produz em dois submer-
cados. Suponha que as func¢oes de demanda inversas em cada submercado sao dadas por:

p1 = 100 — g,
P2 = 120—2(]2

Supoe-se que este monopolista produz seu bem usando uma tnica planta industrial, de
forma que a funcao custo ¢ dada pela seguinte expressao:

C =20(q1 + q2)-

Portanto, o custo unitéario de produgao é constante em $20, nao hé custo fixo e nao distingue-
se o produto dos dois bens no processo produtivo.
Temos, entao, que a funcao lucro é dada por:

T(q1,¢2) = pign +p2ge —C
80g1 — q; + 100g2 — 245.

Se o objetivo do monopolista discriminador de pregos é maximizar sua funcao lucro temos,
entao, as condicoes necessarias de primeira ordem sao dadas pelas seguintes expressoes:

T 80—2(]120,
T .. 100—4QQ:0

Portanto, as quantidades ¢timas produzidas serao dadas por (¢}, q3) = (40,25) o que implica
que os pregos nos dois submercados serdo iguais a (p1, p2) = ($60,$70) e o lucro maximo sera
de $2.850.

Para verificar que o ponto critico é, de fato, um ponto de 6timo obtemos a matriz Hessiana
associada ao problema de otimizacao:

-2 0
m=[ Y
os determinantes dos menores principais lideres implicam que |H;| = -2 <0e |Hy| =8 >0 e,

entao, a matriz Hessiana é negativa definida o que assegura um ponto de maximo.



1.2.1 Problema de alocagao do produto total

Consideraremos, agora, o problema de alocacao do produto total para esse monopolista discri-
minador de precos de uma maneira mais geral.
A funcao lucro, neste caso, é dada por:

(g1, ¢2) = R'(q1) + R*(g2) — c(q1 + o), (8)

onde R’ é a fungao receita total no submercado i € {1,2}, ¢ > 0 é o custo unitério constante.

Supondo que o objetivo do monopolista discriminador é maximizar sua fungao lucro e as
funcoes de receita total sao diferencidveis, entao, as condi¢oes necesséarias de primeira ordem
sao:

m . RMg'(qr) —c=0, (9)
Ty . RMg*(q3) —c=0, (10)

onde RMg' é a receita marginal no submercado i.
Portanto, as receitas marginais nos dois submercados devem ser equalizadas:

RMg'(q;) = RMg*(g3). (11)

A intuigao por tras da condigao (11) é simples. Se RMg' # RMg?, entao, uma unidade de
produto poderia ser realocada do mercado com receita marginal mais baixa para o mercado com
receita marginal mais alta levando, assim, a um aumento liquido nas receitas e sem aumento
no custo (ja que o nivel de produgao permanece constante) e, portanto, os lucros aumentariam.
O que implica, entao, que na situagao inicial o monopolista nao estava maximizando os lucros.

Embora simples, a condigao (11) tem uma implicagdo importante. Note que, no caso de um
monopodlio, a funcao receita total é dada por:

R = p(q)q,

portanto, a receita marginal sera:
dR dp dp q
RMg———q—+p—p(1+—— ,
dg  “dqg dqp

seja a elasticidade-preco da demanda dada por:

pdq

qdp’

1
RMgzp(l——).
€

Portanto, pela condi¢ao (11), temos o seguinte resultado:

1 1
p1<1——> :pz(l——)7
€1 €2

P2 1—(1/e1)
Ou seja, o mercado com maior preco de equilibrio é aquele com menor elasticidade-preco da
demanda no ponto 6timo.

temos, entao:



1.2.2 Firma monopolista no mercado doméstico e tomadora de precos no mercado
mundial

Suponha uma firma monopolista no mercado doméstico mas que, no mercado mundial, toma o
preco unitario (p,,) pelo seu produto como dado.

As quantidades vendidas no mercado doméstico e no mercado mundial sdo, respectivamente,
Tyg € Ty

O prego obtido no mercado doméstico, como funcao das vendas realizadas, é dado pela
fungao de demanda inversa:

Pd = P(.CEd)

O custo de produgao de x unidades é dado pela fungao custo C(z), independente de como
o produto é distribuido entre os mercados doméstico e mundial.

Temos, entao, que a receita domeéstica total é dada por Ry = P(z4)x4 e a receita no mercado
mundial é igual a R, = p,,. Portanto, a funcao lucro é igual a:

T(Ta, To) = P(iﬁd)l”d + PuwTw — C(iﬁd + Zyp).

Supondo que as fungoes sao diferenciaveis, que a firma é maximizadora de lucros e um ponto
de méaximo interior, entao, as condigoes necessarias de primeira ordem serao:

Tq .. Pg+ Pl<£L‘d)£L'd — C’(-Td + l'w) = 07
Tw o Pw — C,(l'd + xw) = 0.

Temos, entao, que no mercado mundial o custo marginal deve ser igual ao preco que, por
sua vez, também se iguala a receita marginal.

No mercado doméstico, o custo marginal também se iguala a receita marginal. Note, no
entanto, que pela fun¢do de demanda inversa P’'(z4) < 0, portanto, o pre¢o praticado no
mercado doméstico (pg) € maior que o custo marginal, ou seja, pg > RM gy = C M gy.

Se supormos que a elasticidade-pre¢co da demanda no mercado doméstico é constante e igual
a € = 2 segue, entao que:

1
RMgq = pa (1 - 5) = C'(xg + Tw) = Do

Logo, o pre¢o no mercado doméstico é duas vezes maior que o prego praticado no mercado
mundial.

2P e C sao funcoes.



1.3 Duopdlio de Cournot

Considere duas firmas com poder de mercado que produzem produtos idénticos e os vendem
em um Unico mercado descrito pela seguinte funcao de demanda linear:

p =100 — (1 + ¢2).

Assumimos que o custo de producao de cada firma é igual a zero e que o objetivo de cada
firma é maximizar seus lucros.
A fungao lucro da firma i € {1,2} é, entao, dada por:

7 = pg; = 100¢; — (¢1 + ¢2)¢;.

A ideia bésica é que o preco de mercado depende da produgao total das duas firmas e, entao,
o lucro de cada firma dependera do nivel de producao da firma rival e da sua propria producao.

Essa forma de interdependéncia é caracteristica de mercados oligopolistas, dos quais o du-
opolio de duas firmas é um caso especial.

A dificuldade que uma firma encontra ao resolver seu problema de maximizacao de lucros é
saber o quanto a outra firma ird produzir, ja que sem esta informacao nao conseguira computar
o lucro resultante de qualquer escolha de seu proprio nivel de producao.

A hipotese feita pelo economista francés Augustin Cournot é de que cada firma toma o
nivel de producao da outra firma como um parametro no seu processo de escolha de producao
e, entao, o equilibrio de mercado sera dado pelo par de equagoes simultaneas resultante.

Neste caso, as condi¢oes necessarias de primeira ordem serao:

o
L1002 — gu =0,
aﬁh

P

T2 100 — ¢y — 2¢5 = 0.
8(12

Resolvendo esse sistema, temos que (¢7, ¢5) = (33.33,33.33), a quantidade total produzida
serd ¢ = 66,67 e o preco p = $33, 33.
Verificando as condig¢oes de segunda ordem, temos:
Pm 0w
Om_Pm_
Iqi dq3
logo, temos ponto de méaximo relativo.
Portanto, dado a simetria do equilibrio no exemplo, as firmas irao dividir igualmente o
mercado.
Pelas condig¢oes de primeira ordem, podemos reescrever as expressoes da seguinte maneira:

- 100 — g9 - 100 — ¢4
q1 = 9 ) G2 = 5 .

Essas equagoes nos dizem o nivel de producao de uma firma que é a melhor estratégia adotada
para cada nivel de producao possivel da outra firma - melhor resposta ou fungao de reacao.
As fungoes de melhor resposta de cada firma estao representadas na Figura 1 abaixo e o
equilibrio de Cournot é dado pela interseccao entre essas curvas.
O nivel total de producgao neste mercado duopolista estid entre os niveis de
monopdlio e de competicao perfeita, demonstraremos no préximo toépico.
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Figura 1: Equilibrio de Cournot e fung¢oes de reagao. Fonte: Hoy et al. (2001).

1.3.1 Equilibrio de Cournot com n firmas idénticas

Considere, agora, um oligopélio com n firmas idénticas que se deparam com a seguinte fungao
de demanda de mercado:

p=100-> g (13)
=1

Assumindo, ainda, que o custo de producao de cada firma é igual a zero, temos a seguinte
fungao lucro para a firma i € {1,...,n}:

j=1
J#i

A condigao necesséria de primeira ordem da firma ¢ maximizadora de lucros é dada por:

o, "
67; =100 —2¢, — Y q; =0. (15)
i —
1

Portanto, a fungao de reagao de cada firma sera igual a:

100 — 371 q;

J#1
i = . 1
q 5 (16)

Supondo simetria do equilibrio de Cournot (um resultado que deveria ser demonstrado)
temos que, se ¢* é o nivel 6timo de producao comum a todas as firmas, entao segue da funcao
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de reacao que:

*

100 — (n — 1)¢"
o 00— (0= 1"

2

Portanto, a quantidade 6tima produzida em um equilibrio simétrico de Cournot com n
firmas idénticas sera:

100
* = ) 17
4 n+1 ( )

1. Monopodlio. No caso de um monopélio temos n = 1 e, portanto, a quantidade produzida
serd igual a:
q* = 50.

2. Duopdlio. Neste caso, n = 2 e, portanto:

¢ =33,33...

O que implica que a quantidade total produzida sera 2¢* = 66, 67.

3. Mercado perfeitamente competitivo. Neste caso temos n — oo e, portanto:

lim ¢* = lim ( 100)20

n—o00 n—oo \ N 4+ 1

Ou seja, a quantidade 6tima produzida por cada firma individual fica cada vez menor a
medida que n aumenta.

A producao total em um mercado perfeitamente competitivo seré:

100 100
lim ng* = lim ( ”) — lim ( 1) = 100.

n

Portanto, como mencionado anteriormente, a quantidade total produzida em um duopo-
lio esta entre os niveis totais de produgao de um mercado perfeitamente competitivo e um
monopolio.



1.4 Diversificacao de portfélio

Uma forma que individuos avessos ao risco encontram para reduzir o risco associado as suas
decisoes de investimento é a diversificacao de portfélio: “nao colocar todos os ovos em uma
Unica cesta’.

Se distribuirmos os riscos de maneira conveniente entre os ativos, podemos reduzir a varia-
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bilidade do portfélio sem reduzir o payoff esperado.

Suponha um individuo que dispoe de uma riqueza W para alocar entre dois ativos inde-
pendentes® com risco mas que possuem o mesmo retorno esperado (1) e variancias (0?) iguais,
ou seja:

P = 2, (18)
ol = o5 (19)

1. Portfélio nao-diversificado. Se o individuo nao diversifica seu portfélio, entao, o retorno

esperado deste porftolio serd igual a puyp = j1 = o € a variancia serd o, = 0t = 03.

2. Diversificacao de portfolio. Suponha, agora, que o individuo diversifique seu portfélio
investindo uma fragdo « de sua riqueza no ativo 1 e o restante (1 — «) no ativo 2.

Neste caso, o retorno esperado do portfolio diversificado seréa dado por:

pip = apn + (1 — a)us = pn = pio.
Ou seja, neste caso, mesmo com a diversificagao de portfélio o individuo consegue manter
o mesmo nivel de retorno esperado em seus investimentos.
A variancia do portfélio diversificado sera dada por:
2 2 2 2 2
op = a‘o;+(1—a)o;

= (1-2a+2a%)07.

Portanto, se o objetivo deste individuo ao diversificar o portfélio é minimizar o risco

associado ao seu investimento, temos que:
min(1 — 2« + 20%)0?
[e%

A condicao necessaria de primeira ordem seré dada por:

do?
d_o? - =207 + daoi = 0.

Portanto, o ponto critico associado a este problema de minimizagao de riscos é dado por
(o, 1 —a) =(1/2,1/2).

202 e .
Note que ﬁ‘f = 40? > ( e, portanto, o ponto critico ¢, de fato, um ponto de minimo
relativo.

3Lembrando que duas variaveis aleatérias X e Y sao ditas independentes se a covaridncia entre elas for nula:
Cov(X,Y) = 0, ou ainda E(XY) = E(X)E(Y). Note que a inversa nao é necessariamente verdadeira, uma
covariancia igual a zero nao implica necessariamente independéncia estatistica.



Com « = 1/2 temos a seguinte relagao:

o2 = %Jf <ot=olp.

O portfolio 6timo divide a riqueza igualmente entre os dois ativos de risco, mantendo o
mesmo retorno que o de um portfélio nao-diversificado, mas reduzindo a variancia pela metade.

Cabe ressaltar que a diversificacao funcionou neste exemplo pois assumimos que os ativos de
risco sao independentes - quando o retorno de um ativo é baixo, existe a chance de que o outro
tera um retorno alto, e vice-versa. Portanto, retornos extremos serao compensados algumas
vezes, reduzindo a varidncia associada ao portfélio.

A diversificagao funcionara desde que nao haja correlacao perfeita entre os retornos dos
ativos.

Quanto menor a correlagao entre os ativos, melhor a diversificacao funcionara para reduzir

a variancia no portfolio.
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1.5 Econometria: Regressao linear

A economia empirica preocupa-se com analisar os dados de forma a identificar padrdes que
ajudem a compreender o passado e, possivelmente, fazer predigoes sobre o futuro.

Por exemplo, os dados de prego e quantidade para uma mercadoria particular (e.g., gés
natural) podem ser usados para tentar estimar uma fungao demanda.

Essa fun¢ao de demanda estimada, por sua vez, pode ser usada para fazer predi¢oes acerca
de como a demanda respondera a variagoes futuras nos precos.

A técnica mais comumente utilizada para estimar estas fungoes é a regressao linear.

Suponha que uma varidvel y dependa de uma outra varidvel x e, ainda, que tenhamos
observagoes (x4, ;) de ambas variaveis para t = 1,2,...,T.

O modelo simples de regressao linear objetiva ajustar uma fungao linear do tipo:

y=a+ pr.

Um ajuste exato s6 seria possivel se existissem valores de « e 3 tais que:

Y = o+ Py, Vt=1,...,T,

0 que ¢é raramente possivel.

Vi

P

Figura 2: Regressao linear: valores ajustados e residuos. Fonte: SYDSATER et al. (2016).

Normalmente, entao, temos uma equagao que relaciona a variavel dependente y a variavel
independente x da seguinte forma:

Y = o+ Bry + uy, (20)

onde u; é um termo de erro e representa quaisquer outros fatores distintos de x que possam
influenciar a variavel y - ver Figura 2.

A variavel y pode, ainda, ser denominada: variavel explicada, variavel de resposta, re-
gressando. A variavel x, por sua vez, pode ser denominada: variavel explicativa, variavel de
controle, regressor.
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Nosso objetivo é que o termo de erro seja o menor possivel. Uma possivel solugao seria fazer

com que:
T

> (g —a— Buy) =
t=1

No entanto, neste caso, valores altos e positivos para o termo de erro seriam cancelados por
valores altos e negativos. Mesmo que a soma dos erros fosse nula, poderiamos ter uma situagao
em que nossa aproximacao linear estivesse muito longe de fornecer um ajuste razoavel aos dados.
Devemos, entao, de alguma forma, impedir que grandes desvios positivos cancelem grandes
desvios negativos.
Normalmente isso é feito minimizando uma func¢ao perda quadratica da forma:

T T

Lo, B) = Zuf = Z(yt —a— fu,)?. (21)

Formalmente, entao, nosso objetivo é caracterizar as solucoes de & e [ que resolvem o
seguinte problema de minimizagao irrestrito:

T
min >~ (g — = fay)? (22)
=1

ou seja, queremos minimizar a soma do quadrado dos residuos - por isso o método é conhecido
como minimos quadrados ordinarios (MQO).

As condigoes necessarias de primeira ordem para obtermos os estimadores de MQO do nosso
modelo de regressao linear serao:

OL(«
(8— -2 Z Y — & — fry) = (23)
OL(«a, A5
OLGS) . 53y i fa) = 0. (24)
o8 =
Da equagao (23) temos que: )
O = fly = P, (25)
onde Uy = Zt 19“ ey = Zt 1yt

Substltumdo a expressao anterior em (24) temos:

th — Bl — )] = 0
th(yt_,uy) =
S (@) —py) = B

t=1

=S
[M] =

$t($t - Mac)

H
Il
—

(‘rt - ,U/x)2

[M] =

&~
Il
—
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Portanto, temos que:

5 Lo =) —py) _ Covley) _ gy (26)
Z?:I(xt - :uz)z 6-5% o (fx

Uma vez calculado o valor de # como a razao entre a covariancia amostral de x e y e a
variancia amostral de x, podemos obter & pela expressao (25).
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1.6 Senhoriagem e inflacao

Inflagao, as vezes, atinge niveis consideravelmente elevados. Os casos mais extremos sao de-
nominados hiperinflagoes que, tecnicamente, sao definidos como periodos quando a taxa de
inflacao supera 50% ao més. O recorde histérico hiperinflacionario foi registrado na Hungria
entre agosto de 1945 e julho de 1946. Durante esse periodo, o nivel de pregos aumentou por
um fator de aproximadamente 10?". No més de pico hiperinflacionario, os precos, em média,
triplicavam diariamente.

A hiperinflacao no Zimbabue entre 2007 e 2009 foi quase tao elevada, com os precos dupli-
cando diariamente.

A existéncia de um trade-off entre produto e inflagao nao é suficiente para explicar periodos
hiperinflacionérios ou mesmo niveis muito elevados de inflacao. Quando a inflacao atinge trés
digitos, os custos inflacionérios sao consideravelmente elevados e os efeitos reais de variacoes
monetarios, muito provavelmente, serao muito limitados. Portanto, nenhum formulador de
politica econdmica optaria por submeter uma economia a custos tao elevados para obter ganhos
tao modestos de produto.

A causa subjacente da maioria, se nao todos, dos episoédios de hiperinflacdo ou inflagao
muito elevada é a necessidade do governo de obter senhoriagem - isto é, as receitas geradas por
imprimir moeda.

Guerras, quedas nos precos de bens de exportacao, evasao fiscal, etc. frequentemente levam
governos a situacoes de elevados déficits orcamentérios. E muitas das vezes os investidores nao
tem a confianca de que o governo ird cumprir suas obrigacoes com relacao a divida publica
e, portanto, nao estarao dispostos a comprar titulos - financiar o governo. Portanto, a tinica
escolha do governo é recorrer as receitas de senhoriagem.

Aqui analisaremos a interacao entre necessidade de senhoriagem, crescimento da moeda e
inflacao. Focaremos apenas na situacao em que as necessidades de senhoriagem sao sustentaveis
e veremos como isso pode levar a elevados niveis de inflagao. Nao estudaremos o caso em que
as necessidades de senhoriagem sao insustentéaveis e, portanto, podendo levar a hiperinflagoes.

1.6.1 Taxa de inflagao e senhoriagem

Assumiremos que a fungdo de demanda por encaixes reais depende negativamente da taxa
nominal de juros e positivamente da renda real:

M Gy, (27)

P
= L(r+7°Y), L; <0, Ly >0.

Como estamos interessados na receita obtida pelo governo ao criar moeda, M deve ser inter-
pretado como base monetéria? (moeda e reservas emitidas pelo governo).

Vamos focar no estado estacionario. Portanto, é razoavel assumir que o produto real e a
taxa de juros real nao sao afetados pela taxa de crescimento da moeda, e que a inflacao efetiva
é igual a inflacao esperada.

Se desconsiderarmos o crescimento do produto, entao, no estado estacionario, a quantidade
de encaixes reais é constante. Isso implica que a taxa de inflagao é igual a taxa de crescimento

4 High-powered money.
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da moeda:

M
5= L(T+ gum,Y), (28)

g ¢ a taxa de crescimento da moeda M /M.

A quantidade de aquisigoes reais por unidade do tempo que o governo financia via criagao
de moeda ¢ igual ao aumento do estoque nominal de moeda por unidade do tempo dividido
pelo nivel de pregos:

M
ST
MM
- MP
M
= QM?‘ (29)

Ou seja, no estado estacionario, a receita real de senhoriagem é igual a taxa de crescimento do
estoque de moeda multiplicada pela quantidade de encaixes reais. A taxa de crescimento da
moeda, como vimos, ¢ igual & taxa a qual a retencao nominal de moeda perde valor real, 7.
Portanto, a senhoriagem ¢ igual a “aliquota de imposto” sobre os encaixes reais, 7, vezes a quan-
tidade sujeita a taxacgao, M/P. Por esse motivo, as receitas de senhoriagem sao frequentemente
chamadas de receitas de imposto inflacionario.

Substituindo (29) em (28), temos:

S =guL(T+ gum,Y). (30)

A equagao (30) nos diz que um aumento no crescimento da moeda g,; aumenta a senhoriagem ao
aumentar a taxa na qual as detencoes reais de moeda sao taxadas, mas diminui a senhoriagem
ao reduzir a base tributéaria. Formalmente:

dsS _ _
Jo = L(7 4 gan,Y) + gu Li(T + g, Y). (31)
gm

O primeiro termo ¢é positivo enquanto o segundo é negativo. O segundo termo tende a
zero quando gy — 0. Como o primeiro termo é estritamente positivo, segue que para valores
suficientemente baixos de gy, dS/dgys € positivo: a baixas aliquotas de imposto, a senhoriagem
cresce quando a aliquota aumenta. E plausivel, no entanto, que a medida que gy aumenta,
o segundo termo eventualmente venha a dominar - quando a aliquota ¢ muito alta, se conti-
nuar crescendo a receita diminuira. Temos, portanto, um caso de curva de Laffer e imposto
inflacionario como na Figura 3.

Em 1956, Cagan sugeriu que uma boa descricao para a funcao de demanda por moeda,
particularmente em periodos de alta inflagao, é dada por:

M
lnF:a—bz’+an b>0. (32)

Transformando a expressao anterior em nivel e substituindo na equagao (30), temos:

S = gMeayeib(F+9M)

= Cgpe 9, (33)
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Figura 3: A curva de Laffer de imposto inflacionario. Fonte: Romer (2018).

onde C' = e®Ye .
O impacto de uma variagao no crescimento da moeda sobre a receita de senhoriagem é,
portanto:

s

= C’e—bgM _ngMe—bgM
dgnr

= (1 —bgy)Ceom, (34)

A expressao é positiva para gy < 1/b e negativa caso contrario - Figura 4.

A receita com senhoriagem atinge seu valor maximo (pela CPO) quando gy = 1/b. Cagan,
Sachs e Larrain (1993) argumentam que para a maioria dos paises, a senhoriagem no pico da
curva de Laffer ¢ de cerca de 10% do PIB.

Consideremos, entao, um governo que precise financiar uma quantidade G de aquisi¢oes reais
via senhoriagem. Vamos assumir que G' < SM4X _ a quantidade maxima factivel de receita de
senhoriagem. Portanto, como evidenciado pela Figura 4, existem duas taxas de crescimento de
moeda que sao compativeis com essa necessidade de financiamento - g; e gs.

Na primeira, a inflacao é baixa e os encaixes reais sao elevados. Na segunda, a inflagao é
elevada e os encaixes reais sao baixos. O equilibrio de inflagao elevada tem algumas caracte-
risticas peculiares de estatica comparativa, e.g., uma reducao na necessidade de senhoriagem
do governo aumenta a inflacado. Como nao parece ser esse o caso observado no mundo real,
focaremos no equilibrio de baixa-inflagdo e, portanto, a taxa de crescimento da moeda (e taxa
de inflagao) sera dada por g;.

Essa analise fornece uma explicagao para taxas de inflagao elevadas: a necessidade do go-
verno por senhoriagem. Suponha, por exemplo, b = 1/3 e SM4X = 10% do PIB - compativeis
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Figura 4: Necessidade de senhoriagem e determinacao da inflagdo. Fonte: Romer (2018).

com estimativas empiricas. Vimos que a senhoriagem é méxima quando gj; = 1/b e, portanto,
SMAX — Ce~!/b. Entdo, C deve ser aproximadamente 9% do PIB.

Neste caso, entao, um aumento de 2% do PIB de senhoriagem requer g); =~ 0,24, um
aumento de 5% requer gy &~ 0,70 e aumentar 8% requer g,, ~ 1,42. Portanto, necessidades
moderadas de senhoriagem podem levar a inflacoes substanciais, e necessidades de senhoriagem
elevadas produzem inflagoes altas.
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