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O texto que segue nao tem a menor pretensao de originalidade.
Ele serve apenas como registro dos principais principios, conceitos
e técnicas analiticas que sao trabalhados em sala de aula.

1 Estatica comparativa

Modelos economicos possuem dois tipos de variavies: variavies endogenas, cujos valores sao
explicados pelo proprio modelo, e variaveis exdgenas, cujos valores sao tomados como dados
(de fora do modelo).

Os valores de solucao que obtemos para as variaveis enddgenas irao, tipicamente, de-
pender dos valores das variaveis exdgenas e uma parte central da andlise economica é, fre-
quentemente, mostrar como os valores da solucao das variaveis endogenas variam quando as
variaveis exogenas sao alteradas - estatica comparativa.

Exemplos: Modelo Keynesiano simples de determinacao da renda agregada; modelo de
mercado linear; impostos sobre produto em um monopdélio.
Na lousa.

A andlise de estatica comparativa que acabamos de ver é tipica em economia. Usamos
as relagoes basicas do modelo para derivar uma equacao fundamental contendo apenas a
variavel endégena que buscamos a solugao, a variavel exdgena e os parametros do modelo.
O proximo passo € encontrar uma equacao para a variavel endégena em funcao da variavel
exdgena.

A questao que buscamos responder em um exercicio de estatica comparativa é: qual o
efeito que uma variagao em uma variavel exégena tem sobre a variavel endégena do modelo?
Estamos interessados nos sinais algébricos destas expressoes pois eles nos dao uma informacao
qualitativa sobre a direcao da variacao no valor de equilibrio seguindo uma mudanca na
variavel exdgena. Esse efeito pode ser analisado graficamente, no entanto, a abordagem
algébrica nos permite determinar a forca e direcao dos efeitos de estatica comparativa dados

os parametros do modelo.
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1.1 Analise de estatica comparativa generalizada
1.1.1 Uma variavel endégena e uma variavel exégena

Vamos supor que temos um modelo economico para o qual a solucao de equilibrio é dada

por uma equagao da forma:
f(z*,a) =0, (1)

onde x* é o valor de equilibrio da variavel endégena. E assume-se que f é uma funcao
diferenciavel.

O procedimento para andlise de estatica comparativa é como segue: assuma que € possivel
resolver a equagao (1) para z* como uma fungao diferencidvel de o (veremos brevemente as

condigoes sob as quais é possivel fazer isso), e escreva a solugao como z*(«). Portanto, temos:

f(@*(a),a) =0. (2)
Entao, diferencie esta funcao com relagao a « para obter:

dz*
do

fx +f0c:0- (3)

Entao, resolvendo esta equagao sob a hipdtese de que f, # 0, obtemos:

de*  fo(2*, )
da _fx(x*,a)' (4)

Exercicio: Considere a fungao implicita f(z*(a), @) = Inz* —2a? = 0. Encontre o valor de
dz* /da.

Aplicagao economica: efeito de uma variacao da renda no mercado de um bem
Suponha que a fun¢ao de demanda de mercado para um bem é D(p,y), onde p é o prego
e y a renda agregada do consumidor. A funcao de oferta de mercado é S(p). Entao, o valor

de equilibrio do prego p* é dada pela condicao:
D(p*,y) = S(p*) =0,

onde D — S é o excesso de demanda.

Portanto, temos a solucao:
dp* D,

dy  D,— S,

Suponha que D, < 0 (o bem nao ¢ de Giffen) e S, > 0. Entao, o efeito de um aumento da



renda sobre o prego de equilibrio depende se o bem é normal (D, > 0) ou inferior (D, < 0).
Se D, > 0 (bem de Giffen), o bem é, necessariamente, inferior (D, < 0) e, portanto, o efeito

de um aumento da renda sobre o preco vai depender do sinal de D, — .S,,.

1.1.2 Estatica comparativa com varias variaveis endégenas e exogenas

Considere, inicialmente, o caso de duas variaveis de cada tipo. Como veremos, isso requer
um equilibrio ou condigao de primeira ordem - uma funcao f - para cada variavel enddgena.

Portanto, a solucao sera dada pelas condigoes:

f1<x>{,x;,0617052> = 07

fQ(xT,xz,ozl,ozg) = 0.

Agora, as solugoes de equilibrio das varidveis enddégenas dependem de ambas variaveis
ex6genas. Queremos derivar e determinar os sinais, se possivel, das quatro derivadas exis-
tentes.

Assuma que seja possivel resolver essas equacoes para 7 e x5 como funcoes diferencidveis

de o e ay. Entao:

fl(iCT(Oél,062),56';(061,052),041,0(2) - 07

f2(x>{<a17a2)7x;(abO@)valan) = 0.

Diferenciando com relagao a aq, obtemos:

oxy o
1973 ) 1
it § 2 - 0
flaal+f2aal+fa1 )
oxy Tk
207 20T 2
it 8 2 = 0
flaa1+f28a1+fa1
Em notacao matricial:
fll f21 axi/aal _ - 0141
P f3] |0x5/0a - 12,

Para resolver esse sistema linear, é necesséario que a seguinte condi¢ao para o determinante

seja satisfeita:

Dl = fifs = £,/ #0.



Assumindo esta condi¢ao e usando a regra de Cramer, temos:
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Para determinar os sinais algébricos destas derivadas, precisamos saber o sinal de todas

as derivadas parciais envolvidas. Além disso, os numeradores e denominadores envolvem

diferencas entre dois termos e, portanto, precisamos saber ou assumir algo a respeito das

magnitudes destes termos para definir os sinais das solugoes.

Aplicagao econémica: Modelo IS-LM (Na lousa).

1.1.3 Meétodo geral de estatica comparativa

Definicao 1 Método generalizado de estdtica comparativa

Dado que o sistema de n equacoes:

1 * * * | o
fral,as, .. xran, ., q) = 0
20, % % * _
foal, x5, o, ) = 0
n(,.x * * o
oy, as, . o, q) = 0
possa ser resolvido para os valores de equilibrio das n varidveis enddgenas x7, ..., T, como
fungoes diferencidveis das m varidveis erogenas avq, . .., Qy,, temos que:
Oxy _ |Fyl . _q
8ozj_ ‘Fla ). anv ]_ ) ama
onde |F| # 0 é o determinante:
1 gl 1
fl f2 fn
2 f2 2
fl f2 n
[Fl=1" " ,
n n n
fl 2 fn




e |Fj] € obtido ao substituirmos a i-ésima coluna de | F| pela j-ésima coluna da matriz nxm:

1 1 1
~for —San o —fa,
_ _fmn _

a1 s am

Note que:
e Devemos assumir que |F'| # 0.

e As derivadas parciais sao avaliadas no ponto de equilibrio inicial e, portanto, sao valores

reais dados.

e Quando o sistema de equacoes representa as CPOs de um problema de maximizacao ou
minimizagao, as CSOs para este problema determinarao o sinal de |F|, dado que sao o
determinante da Hessiana orlada na andlise de condiges de segunda ordem (veremos

mais adiante na disciplina).

Até agora assumimos que o sistema de equagoes da Definicao 1 resultam em solucoes para
as n variaveis endogenas como funcoes diferenciaveis das m varidveis exégenas. O teorema

que determina as condigoes sob as quais isso pode ser assumido é, entao, enunciado.

Teorema 1 (Teorema da Fungao Implicita) Dado um sistema de equagdes:

1 * * * o
frlal,as, . .. xri0q,...,a) = 0
2 * * * o
(a2, xnan, . ) = 0
Nk Lk * _
oy, as, . o, q) = 0,
seja (x%, ..., 2508, ..., a) um ponto que satisfaga essas equagoes, e que as fungoes possuam

deriwadas parciais continuas até uma ordem r, sobre algum conjunto aberto de pontos no

R"™™™ qo redor de (x},...,x5;a% ...,a0%). Se o determinante do Jacobiano:
LS
s "
F =" " %0,
s




onde fF = 0f*/0x;, e essas derivadas sio avaliadas em (z%,...,25;a%,...,a%), entdo, o
sistema de equagoes define 1, ..., x, como funcoes dos o;’s em alguma vizinhanga do ponto
(z%,... 2500 ..., a0). Nesta vizinhanca, temos:
1 f1 1 * 1
fi oo fal| |0%1/0q; —fa,
2 2 2 x 2
fl f2 fn a1’12/80@' _ _faj
. . . . . - . )
n n n * n
fl f2 fn 8xn/aa3 - o
para cada j =1,...,m.

2 Teorema do envelope

Em anadlises de estatica comparativa em contextos de problemas de otimizacao com res-
tricao, é comum usarmos uma abordagem baseada no teorema do envelope - em adi¢ao ou
substituicao ao teorema da funcao implicita.

Considere o seguinte problema de otimizacao com restri¢ao:

maxz,,zo f(Z1,T2; Q)

S.T. g(x1,e; ) =0,
onde a é uma variavel exégena. A funcao Lagrangeana para este problema é:
L(x1, 9, \; ) = f(21, 225 ) + Ag(x1, T9; ),
e as CPOs associadas:

fi(@], 255 a) + Ngi (2], 25;00) = 0,
fo(xy, x5 ) + N go (2], 25;00) = 0,

* * _
g(l'l,l‘Q,Oé) = 0.
Se as funcoes f e g possuem primeira e segunda derivadas continuas e, além disso:

0 n g2
Dl =1lg1 fui+XNgu fia+ Nagz| #0,
92 for +Nga1 for + Ag2



entao, podemos aplicar o teorema da funcao implicita. Isto quer dizer que podemos obter as
solucoes para as variaveis enddgenas como funcoes da variavel exégena em uma vizinhancga

do ponto 6timo, de forma que o valor da funcao f nessa mesma vizinhanca é:

f(CL’l(Oé),ZEQ(Oz); a) = V<a)7

e V é uma funcao valor para o problema de maximizacao.

Da mesma forma, podemos escrever a funcao Lagrangeana como funcao do parametro:

L= f(z1(a), z2(a); @) + A@)g(z1(@), 22(a); ).

Temos, entao, que:

acr dzy dxsy dA

T (f1+/\91)da (f2+>\92)d—+9d—+(fa+>\ga)

que quando avaliada no ponto 6timo nos dé o seguinte resultado:

ar . oC
d = f a1 >\ 8047
ou seja, mesmo que mudancas no valor de « induzam variacoes nos valores das variaveis
endbgenas, para pequenas mudancas no ponto 6timo, os efeitos dessas alteracoes na funcao
Lagrangeana podem ser ignoradas pois as derivadas parciais da funcao Lagrangeana com
relagao as variaveis endégenas sao nulas neste ponto.
O teorema do envelope estabelece uma conexao entre as derivadas da funcao valor e as
derivadas da fungao Lagrangeana, com relagao a «, no ponto 6timo. Portanto, para a fungao

valor, temos:

d dx dx
= fl - f2—2 + fa
pelas CPOs, temos:
dV . % d[L’l dIEQ
%—_)\ <glda+92doz)+fa

no ponto étimo.

A restricao do problema pode ser escrita como:

g(z1 (), z2(a); a) = 0,

onde, como z; sao as solugoes 6timas e, portanto, satisfazem a restricao, esta expressao é



satisfeita com igualdade. Portanto:

dxq N dry
a1 dot g2 do Jo-

Portanto, para este exemplo, o teorema do envelope nos diz que:

av oL
— = fa+ XN = —. 5
7 =/, 9o = 5~ ()
O teorema do envelope diz que podemos encontrar o efeito de uma variagao na
variavel exdégena sobre o valor 6timo da funcao objetivo simplesmente tomando a
derivada parcial da funcao Lagrangeana com relagao a variavel exégena avaliada

na solucao 6tima do problema.

Teorema 2 (Teorema do Envelope) Dado o problema:

max  f(T1,...,Tp;00, .., Qp), (6)
s.r. g Ty, T, Q)
g (zy, . o, )
e a fungdo valor correspondente V (o, ..., ), € a fungdo Lagrangeana £ = f + > \ng*,
temos que:
K
oav. oL
— ===, g i=1,...,m. 7
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