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Maximizacao de utilidade

» O problema primal de maximiza¢ao de utilidade do consumidor € um exemplo de otimizacao
restrita.

» Por simplicidade, vamos supor que um individuo derive utilidade do consumo de apenas dois
tipos de bens. Além disso, as fungoes utilidades marginais sao continuas e positivas.

> Os precos dos dois bens sao determinados pelo mercado e, portanto, sao exdgenos ao
consumidor.

> Se o poder de compra deste individuo, dado pela sua renda nominal, for denotado por /, 0
problema primal de maximizagao de utilidade pode ser formulado da seguinte forma:

max U=U(x,Yy) (1)
S.. pxX+pyy =1,
onde py e py denotam os precos unitarios dos bens x e y.



Condicoes de primeira ordem

» A fungdo Lagrangeana associada ao problema de otimizacao restrito (1) é dada por:

L=UXYy)+A(l—pxx—pyy).

> Portanto, as condi¢oes necessarias de primeira ordem sao dadas pelo seguinte sistema de
equacoes simultaneas:

£)\ N p)(X - pyy =0
ﬁx A UX - Apx - 0
,Cy o Uy - )\py - 0



Condicoes de primeira ordem
> Temos, entao, pelas duas Gltimas equagoes, que:
Uy Uy
Px ; Py ;

A

> Ou seja, no ponto de otimalidade da utilidade, cada bem adquirido deve prover a mesma
utilidade marginal por unidade monetaria gasta neste bem.

» Portanto, cada bem deve ter uma razido custo (marginal)-beneficio (marginal) idéntica.
> Especificamente, no ponto de 6timo, essas razoes devem ter um valor comum iguala A *.

> Como vimos nas aulas anteriores, A* mede o efeito estatico comparativo da constante de
restricao sobre o valor 6timo da funcao objetivo.

> Portanto, no presente contexto, A * = aU*/al pode ser interpretado como a utilidade marginal
da renda.



Condicoes de primeira ordem

» Podemos reescrever essa condicao, ainda, da seguinte forma:

Ux B Px
U py

> Sob essa perspectiva, a nova versao da condicao de primeira ordem mais a restricao
orcamentaria revela que, para maximizar sua utilidade, um consumidor deve alocar o
orcamento de tal modo que a inclinagao da reta orcamentaria seja igual a inclinagao da curva
de indiferenca.



Condicoes de segunda ordem

> O Hessiano aumentado associado ao presente problema de maximizacao de utilidade é dado
por:

B 0 px py
[H| = |px Uxx Uxy|. (2)
Py Uy Uy

» Como vimos nas aulas anteriores, se 0 Hessiano aumentado em (2) avaliado nos valores

criticos x* e y* for positivo (negativo definido), entdo, o valor 6timo de U sera um ponto de
maximo.

> Portanto, nossa condi¢ao suficiente de segunda ordem para um ponto de maximo é dada por:

2pxpyUxy — plzluxx - p)z(Uyy > 0.



Condicoes de segunda ordem

> A presenca das derivadas Uyy, Uxx € Uy, sugere que satisfazer essa condi¢ao implica em certas
restricoes sobre a funcao utilidade e, portanto, sobre a forma das curvas de indiferenca.

» Como vimos, quanto a forma das curvas de indiferenca, um |H| positiva significa convexidade
estrita da curva de indiferenca (de inclinagdo negativa) no ponto de tangéncia entre a curva
de indiferenca e a restricao orcamentaria.

> Ainclinacao negativa da curva de indiferenca € garantida pela seguinte condicao: dy/dx < 0.

> A convexidade estrita da curva de indiferenca, por sua vez, é garantida se d?y/dx? > 0.



Condicoes de segunda ordem

> Podemos obter a seguinte diferencial total:
d?y d [ Ux 1 dUx duy
— = — |\ - Uy - UX - .
dx>  dx\' Uy U)zl dx dx

» Sabemos que tanto Uy quanto Uy, sao fungoes de x e y, portanto:

e WA T
dx = XX yX dx = Uxx yX Py'
duy dy Px
— = Uyt Uy— = Uy — Uy —.
dx Xy yde Xy yypy



Condicoes de segunda ordem

» Temos, portanto, que:
dZy  2PxpyUxy — Pf/ Uxx — P)z( Uyy B |H]

— _ = . 3
dx? prf/ prf/ G

> Fica claro que, quando a condicdo suficiente de segunda ordem |H| > 0 é satisfeita, a derivada
segunda em (3) é positiva.

> Isso significa que a curva de indiferenca relevante é estritamente convexa no ponto de
tangéncia.



Estatica comparativa

> No nosso modelo de maximizacao de utilidade, tanto os precos unitarios dos bens, quanto a
renda nominal do consumidor sao variaveis exogenas.

> Supondo que a condi¢ao suficiente de segunda ordem é satisfeita, podemos analisar as
propriedades de estatica comparativa do modelo, com base na condicdao necessaria de
primeira ordem, vista como um conjunto de fungoes implicitas, onde cada funcao tem
derivadas parciais continuas.

> Como vimos rapidamente nas aulas anteriores, o jacobiano de variaveis endogenas desse
conjunto de equacgoes deve ter o mesmo valor do Hessiano aumentado: |J| = |H|.

> Portanto, quando a condicao suficiente de segunda ordem é satisfeita, |/| deve ser positivo e
nao se anula no ponto 6timo.



Estatica comparativa

> Portanto, podemos aplicar o teorema da funcao implicita e expressar os valore 6timos das
variaveis endogenas como fungoes implicitas das variaveis exogenas:

AT = AN (pxpy 1),
X* = X*(px Py, 1),
*

y* = y*(px py ).

> Essas fungoes possuem derivadas continuas que fornecem informacoes de estatica
comparativa.



Estatica comparativa

> Vamos reescrever as condigdes de primeira ordem como um conjunto de identidades de

equilibrio:
I—pxx* —py* = 0,
Ux(x*,y*)=A*px = 0,

> O diferencial total de primeira ordem é dado pelo seguinte sistema linear:

_pxdx*_pydy* - X*dpx+y*dpy_dl
_pxd)\* + Uxxdx* + nydy* = )\*dp)(



Estatica comparativa

> Efeito de variagcoes na renda sobre a quantidade demandada. Temos, entao:

—px Ux Uxy ax*/al =10 |. (4)

> Pela regra de Cramer e expansao de Laplace, podemos obter:

"0 1 —p -

ox* 1 y U

3l - m —Px 0 ny Ul '_p ny ’ (5)
__py 0 Uyy_ y yy
"0 _ 1T

ay* 1 Px = —px U

? = m —Px Uxx 0 U| U . (6)
| —Py ny 0 | Py yx



Estatica comparativa

> Pela condicdo de segunda ordem, |J| = |H| > 0, assim como py e py.

> No entanto, na auséncia das magnitudes de py, py e Ujj, o sinal dessas derivadas parciais
permanece indefinido.

> Caso as derivadas sejam positivas, os bens sao considerados normais. Caso sejam negativas,
0s bens sao considerados inferiores.



Estatica comparativa

> Efeitos de variagoes nos precos sobre a demanda. A expressao matricial é dada por:

*

0 —px —py| [0A™/dpx X
—px U« Ug | |ax*/apx | = | A*]. @)
—py Un Uy | L oy*/apx 0

> Portanto, o efeito da variacao de py sobre a quantidade demandada do bem x é dada por:

ax* 10 X —py
== - —px )\* ny
] J
pX | | _py 0 Uyy
—x* —DPx ny +)\_*' 0 —Py (8)
Ul |1=py Uyl Ul =Py Uy




Estatica comparativa

> Efeito renda. Note que o primeiro termo da soma em (8) pode ser reescrito como:

*ax*
—x*—.
al

> Este termo parece ser uma medida do efeito de uma variagao na renda sobre a demanda
otima x*, ponderado pelo fator x*.

> No entanto, pode ser interpretado como o efeito sobre a renda causado por uma variagao no
preco. A medida que py aumenta, o declinio na renda real do consumidor produzira sobre x*
um efeito semelhante a uma reducao propriamente dita na renda.

> Portanto, quanto maior a participacao do bem x no orcamento total, maior sera seu efeito
sobre a renda e, portanto, a presenca do fator de ponderagao x* neste termo.



Estatica comparativa

> Neste caso, a perda efetiva de renda do consumidor é dada por dI = —x*dpy.

> Se compensarmos o consumidor pela perda efetiva de renda com um pagamento de
magnitude igual a d/, entao, estaremos neutralizando o efeito renda e, portanto, o
componente remanescente medira a variacao de x* devida inteiramente a substituicao de um
bem pelo outro, induzida pelo precgo, isto &, o efeito substituicao de variagcao em py.

» Neste caso, temos:

axc* 1 0 )\0* —Py A*

= — | —Px Uy | = —

opx Ul U Ul
yy

—py Uy




Estatica comparativa

> Portanto, podemos reescrever a equacao (8) da seguinte forma:

ox* N ax* axc*
e e (9)
dpx al d0Px

> Este resultado, que decompoe a derivada de estatica comparativa em dois componentes, um
efeito renda e um efeito substituicao, € denominado equacao de Slutsky.

> Note que o efeito substituicao &€ sempre negativo.

> O efeito renda, por sua vez, tem sinal algébrico indeterminado.



Estatica comparativa

> O efeito prego-cruzado de variacdes em py sobre a demanda de y, por sua vez, é dada por:

*

ay* 110 —Px X

P = m —px Ux A*

pX _py ny O
| UXX‘—ﬁ 0 =Px, (10)
Ul 1=Py U] I |=Py Ux

> Novamente, podemos decompor a derivada parcial de estatica comparativa em um efeito
renda e um efeito substituicao:

ay* ay* oy*
Y ¥y Yo (11)
apx al apX

> Neste contexto, o efeito substituicao é sempre positivo. Ou seja, 0s bens x e y sao substitutos
entre si.
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